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The aesthetic curves include the logarithmic (equiangular) spiral, clothoid, and involute curves. Al-
though most of them are expressed only by an integral form of the tangent vector, it is possible to
interactively generate and deform them and they are expected to be utilized for practical use of in-
dustrial and graphical design. However, their input method proposed so far by use of three so-called
control points can generate only an aesthetic curve segment with monotonic curvature variation and
can not create a curve with the compounded-rhythm. Hence for four input control points with two
specified α values, we propose a technique to generate a compounded-rhythm aesthetic curve.
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1 緒言

「美しい曲線」は原田ら [1, 2]により曲率対数分布図
が直線で近似される曲線として提案された．三浦 [3, 4]は
曲率対数分布図が厳密に直線で与えられる曲線の解析解
を求め，それを「美しい曲線の一般式」として提案した．
さらに，吉田と斎藤 [5, 6]は「一般式」によって定義さ
れる曲線の特徴を解析，分類するとともに，3個の “制御
点”により, 2つの端点とそこでの接線方向，および曲率
対数分布図の直線の傾き αを与えることにより対話的に
「美しい曲線 (美的曲線)セグメント」を生成する手法を
提案した．

美的曲線は，対数 (等角)らせん (α = 1)，クロソイド
曲線 (α = −1)，さらにインボリュート曲線 (α = 2)を含
むとともに，接線ベクトルの積分形式としてのみ与えら
れている場合 (α 6= 1, 2)であっても対話的な生成，変形
が可能であり，実務への応用が期待されている．しかし
ながら，吉田らの入力法では，曲率が単調に増加，また
は減少する美的曲線セグメント 1本しか入力することが
できず，複合リズム [2]を持つ美的曲線を入力することが
できない．複合リズムを持つ美的曲線，すなわち複合リ
ズム美的曲線とは，αが異なる 2本の美的曲線セグメン
トが，1) 曲率が連続で接続しているとともに，2) 曲率の
微分も連続に接続された曲線であり，G3連続性の保証さ
れた 2本の美的曲線セグメントから構成される曲線であ
る．複合リズム曲線は，欧州のカロッツェリア (自動車工
作工房)のデザインした自動車の曲線として頻繁に使われ
ており [2]，意匠デザインにとって重要な曲線と考えられ
る．そこで，本研究では複合リズム美的曲線の入力法を
提案する．

曲線の入力法としては，通過点を指定する方法と制御
点を用いる方法が代表的であるが，入力の容易さ，制御
性の良さから，本研究では制御点を用いる方法について
研究を行った．

2 複合リズム美的曲線の入力法

複合リズム曲線の入力法として，原田ら [2]は曲線の通
過点を求め，それらを n次曲線で近似する方法を提案し
ているが，美的曲線が解析的に定式化される以前の研究
であり，解析的に明らかにされた美的曲線の性質を十分
に活用できていない．また，吉田らの美的曲線セグメン
トの入力法は 2分法を用いているため，高速に曲線を生
成することができ，それを複数回用いて複合リズム曲線
を生成することが考えられる．しかしながら，彼らの入
力法では与えられた 3点の制御点のなす角を利用し求め
る曲線の相似形を探索するため，曲率の連続性を 2本の
セグメント間で保証するための手法としては適しておら
ず，さらに曲率の微分の連続性を保証するためには試行
錯誤的な探索が必須である．
そこで，本研究では相似形の探索を行うのではなく，美

的曲線のパラメータを直接探索することにより，複合リ
ズム美的曲線を算出する．特に，デザイナにとって操作
しやすい曲線の入力法を提供するために，前後のセグメ
ントに対して任意に与えられた 2つの α値に対して，4
点の制御点から複合リズム美的曲線を生成する手法を提
案する．
本研究で提案する手法により生成される複合リズム美

的曲線は，3次 Bézier曲線と同様，始点，終点はそれぞ
れ第 1制御点，第 4制御点に一致し，それらの位置での
接線方向は，それぞれ第 2制御点と第 1制御点，第 4制御
点と第 3制御点の差のベクトルの方向として与えられる．

3 複合リズム美的曲線の一般式

美的曲線の定式化には α 6= 0と α = 0の 2つの場合に
大別される [3]が，α = 0は例外的であり，α = 1の場合
は曲線は対数らせんとなり積分形を用いることなく定式
化できる．そこで，本研究では α 6= 0, 1と仮定する．



3.1 美的曲線

α 6= 0の場合，美的曲線の曲率半径 ρと曲線長 sとの
間には次式の関係が成り立つ．

ρα = cs + d (1)

ここで，c, dは定数である．曲線長 sと接線の方向角 θの
関係は次式で与えられる．

θ =
1
c

α

α− 1
(cs + d)

α−1
α + θe (2)

ここで，θeは s = 0での方向角により定まる定数 (角度)で
ある．曲線を複素平面で表し，P0を曲線の始点，i =

√−1
とすると，曲線上の点 P (s)の座標は次式で与えられる．
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0
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3.2 複合リズム曲線

複合リズム曲線は 2本の美的曲線セグメントにより構
成され，異なる 2つの α値に対して，曲率半径 ρと曲線
長 sの関係は次のように表される．

ρ =

{
(c0s + d0)

1
α0 (0 ≤ s ≤ sc)

(c1s + d1)
1

α1 (sc < s ≤ sl)
(4)

sc はセグメントの接続点までの曲線長であり，この点を
境に α値，および c, dの値が変化する．slは曲線の全長
である．
以上の定式化から，複合リズム美的曲線は sが 0 ≤ s ≤

sc の範囲では P (s)は次式で表わされ,
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ds (5)

sが sc < s ≤ sl の範囲では次式で表わされる．

P c +
∫ s
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))
ds (6)

P cはセグメントの接続点，θe1は c1, d1, および接続点で
の曲線の方向角 θc に依存して定まる．

3.3 接続条件

2 本のセグメントは，接続点において 1) 位置，2) 接
線ベクトル，3)曲率半径，4)曲率半径の変化率が連続と
なっている．位置，および接線ベクトルはそれぞれ P c，
θe1 に適切な値を指定することにより連続性が保証され
る．接続点での曲率半径を ρcとすると，曲率半径の連続
の条件を数式で表すと以下となる．

ρc = (c0sc + d0)
1

α0 = (c1sc + d1)
1

α1 (7)

また，ρα0
c = c0sc + d0 と ρα1

c = c1sc + d1 を曲線長で微
分して，

α0ρ
α0−1
c

dρc

ds
= c0 (8)

α1ρ
α1−1
c

dρc

ds
= c1 (9)

上記の 2つの等式の曲率半径の変化率 dρc/dsが一致する
ことから c1 は，

c1 =
α1

α0
c0ρ

α1−α0
c (10)

と表される．また，式 (7)より，

d1 = ρα1
c − c1sc (11)

と表される．
α0, α1の値はデザイナが与えており，接続点での方向

角 θc を定めれば 1本目のセグメントの曲線長 s = sc が
定まり，c0, d0を決定すれば，接続点P cにおいて曲率半
径 ρと曲率変化率 dρ/dsが連続となる条件から c1, d1の
値は一意に定まる．

3.4 適切な c0, d0 の範囲

これまでの議論からわかるように，複合リズム美的曲
線の接続点での接線方向を指定すれば，与えられた 4点
の制御点に対して適切な c0, d0 を定めれば端点での条件
を満たす複合リズム曲線が得られる．c0, d0の値は数値的
に探索する必要があり，例えば，2変数に対するNewton
法 (例えば [7]参照)を用いて，曲線の終点を第 4制御点
に一致させる. ここで注意すべきことは，c0, d0, さらに
はそれらの値から定まる c1, d1 に対して，式 (4)におい
て正の実数として曲率半径が定まる必要があり，以下の
条件を満足しなければならない．

c0s + d0 > 0 (0 ≤ s ≤ sc) (12)
c1s + d1 > 0 (sc < s ≤ sl) (13)

これらの式における接続点までの曲線長 sc, 曲線の全長
slは c0, d0により定まるが，これらの値も適正な値 (0 <
sc < sl)であることが必要である．以上の条件を満足さ
せながら c0, d0 を探索する．

4 曲線の生成

4個の制御点から複合リズム美的曲線を生成する手順
を以下に述べる．

4.1 制御点の入力

まず，4点の制御点を入力する．これらの点により定義
される 3次 Bézier曲線と同様に，始点，終点の座標 P 0,
P 1と接線の方向角 θ0, θ1を定める．さらに，セグメント
間の接続点での曲線の方向角 θcを指定する．例えば，第
1制御点と第 2制御点の中点から第 3制御点と第 4制御
点の中点の方向ベクトルに一致する方向角とする．複合
リズム曲線では，曲線全体に対して曲率は単調減少，ま
たは単調増加であり，変曲点を持たないので，4点を結ぶ
折れ線は常に進行方向に対して左に曲がる，あるいは右
に曲がるように指定する．曲率は左曲がりを正としてい
るので，右曲がりの場合には制御点の，例えば第 1制御
点と第 2制御点を結ぶ直線に対して鏡像を生成し，それ
らの点に対してから曲線を生成した後，その直線に対し
て鏡像を生成する．

4.2 α0, α1 の設定

2本のセグメントの α値を指定する．原田らが提案し
た複合リズム曲線は 2種類に分類され [2], 1つは α値が
正から負に変化する曲線，他方は負から正に変化する曲



線である．したがって，それらの場合に適合する複合リ
ズム曲線を生成するには α0と α1の値の正負を変えて指
定する．

4.3 c0, d0 の探索

c0, d0 に初期値を与え，式 (5), (6)を用いて，始点か
ら角度 (θc − θ0)だけ曲線セグメント (α0)を生成し，接
続点から角度 (θ1 − θc)だけ曲線セグメント (α1)を生成
して，曲線の終点を得る．初期値は，例えば 4個の制御
点の重心を端点とし，そこでの方向角と接続点での方向
角が一致し，さらに第 1制御点での条件を満足するよう
な美的曲線セグメントを吉田らの方法で求める．得られ
た曲線から c0, d0を求め，それらの値を初期値とする．2
変数に対するNewton法により c0, d0の変化量∆c0, ∆d0

を求めるが，c0 + ∆c0, d0 + ∆d0が条件 (12)を満たさな
い場合には変化量を満たすまで減少させる．

5 曲線の生成例

複合リズム美的曲線の生成例を図 1に示す．α0 = 0.1,
α1 = −0.1を指定し，図 2に示すように，曲率対数分布
図の傾きが正から負に変化する複合リズム曲線を生成し
た．この図からわかるように，曲率対数分布図が各セグ
メントに対して直線で表されること，したがって美的曲
線であること，また曲率対数分布図が連続であることか
ら，曲率の変化率が連続であること，したがってG3連続
性が保証されていることがわかる．
図 3に曲線長に対する曲率半径のグラフを示す．グラ

フ中の×印は接続点の位置を示しており，前後のセグメ
ント間で曲率が連続であること，また曲率が単調増加で
あることがわかる．

6 結言

本論文では，与えられた 4個の制御点を用いて，異な
る α値を持つ 2本の美的曲線セグメントから成る複合リ
ズム美的曲線の生成法を提案した．本手法により，指定
された α値を持ち，曲率対数分布が折れ線状になる曲線
を作成することを可能とした．
今後は，3本以上のセグメントから成るより複雑なリ

ズムを持つ美的曲線の生成法について研究を行うととも
に，複合リズム美的曲線を利用したスタイリングCADシ
ステムを開発する．
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図 1: Compunded-rhythm aesthetic curve, ■:con-
trol point，+:joint point
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図 2: Logarithmic curvature diagram
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図 3: Radius of curvature v.s. arc length, ×:joint
location


