
変曲点を端点とする美的曲線セグメントの入力
と��連続性を保証する美的曲線の生成法
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美的曲線は，対数 �等角�らせん，クロソイド曲線，さらにインボリュート曲線を含むとともに，接
線ベクトルの積分形式としてのみ与えられている場合であっても対話的な生成，変形が可能であり，
実務への応用が期待されている．しかしながら，これまでに提案された �点による美的曲線セグメン
トの入力法では，曲率が単調に増加，または減少する美的曲線セグメント �本しか入力することがで
きず，曲率が増減し曲率の極値を持つ曲線や曲率の正負が反転する変曲点を持つ曲線を入力すること
ができない� そこで，まず本研究では変曲点を端点とする美的曲線セグメントの入力法を提案する．つ
ぎに，液晶ペンタブレット等で入力された点列からの �� 連続性を持つ美的曲線の生成法を提案する．
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�� は じ め に

「美しい曲線」は原田ら�� により曲率対数分布図が

直線で近似される曲線として提案された．三浦����� は

曲率対数分布図が厳密に直線で与えられる曲線の解析

解を求め，それを「美しい曲線の一般式」として提案

した．さらに，吉田と斎藤�� は「一般式」によって定

義される曲線の特徴を解析，分類するとともに，�個

の �制御点� により� �つの端点とそこでの接線方向，
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および曲率対数分布図の直線の傾き � を与えること

により対話的に「美しい曲線 �美的曲線�セグメント」

を生成する手法を提案した．

美的曲線は，対数 �等角�らせん �� � 	�，クロソイ

ド曲線 �� � �	�，さらにインボリュート曲線 �� � ��

を含むとともに，接線ベクトルの積分形式としてのみ

与えられている場合 �� �� 	� ��であっても対話的な生

成，変形が可能であり，実務への応用が期待されてい

る．しかしながら，吉田らの入力法では，曲率が単調

に増加，または減少する美的曲線セグメント 	本しか

入力することができず，曲率が増減し曲率の極値を持

つ曲線や曲率の正負が反転する変曲点を持つ曲線を入

力することができない


そこで，本研究では液晶ペンタブレット等で入力さ

れた点列に元として，その点列を � 次 ������� 曲線

で近似して平滑化するとともに，�������曲線の変曲



点と曲率の極値を持つ位置でグメントに分割する．各

セグメントの曲率対数分布図から � 値を決定し，そ

の値を用いて美的曲線に近似して再度平滑化する☆こ

とで美的曲線を入力する方法を提案する．さらに，曲

率の極値を持つ位置の個数を限定することで単純化さ

れた美的曲線を生成する．吉田らによって提案された

美的曲線セグメントの入力に用いている定式化 �第 �

標準形式��� では曲線長 �が � のとき，曲率半径が 	

となるように正規化されており，変曲点では曲率半径

が�となるためその入力法では変曲点を端点とする
美的曲線セグメントを入力することができない．そこ

で，本研究では変曲点を端点とする美的曲線セグメン

トに適した定式化を用いて曲線セグメントを入力する

方法を提案する．また，美的曲線セグメント間の曲率

は一般に不連続となるのでそれらの曲率が連続になる

ように変形する手法を提案する．

�� 変曲点を始点とする美的曲線セグメント

曲線の変曲点では曲率�が �となり，その点を挟ん

で右曲がりから左曲がり，あるいは左曲がりから右曲

がりへと正負を区別した曲率が符号が反転し，曲線の

デザインにおいて重要な役割を果たしている．変曲点

では曲率半径 �が無限大となり，�を用いた曲線の定

式化では適切に変曲点を扱うことができない．この章

では，吉田らの提案した �点による美的曲線セグメン

トの入力法��について述べるとともに，変曲点を始点

とする美的曲線セグメントの入力法について提案する．

��� 美的曲線セグメントの生成

美的曲線を入力する方法として，吉田と斉藤は �を

指定し，曲線の制御点として端点を指定する �点と両

端点での接線方向を指定する点の計 �点を入力するこ

とにより，美的曲線セグメントを生成する手法を提案

した��．美的曲線セグメント入力に用いている定式化

では，原点を通過する標準的な位置に置かれた標準形

の曲線セグメントの曲線長 �，曲率半径 �，および接

線の方向角 �の関係と曲線上の点を求める積分式を導

出している．標準形の曲線セグメントは入力された �

点に両端点と両端点での接線方向が一致するように相

似変換される．

��� 変曲点を始点とする美的曲線の定式化

吉田らの研究��が明らかにしたように，曲線長を有

限とすると美的曲線セグメントが変曲点を持つための

必要十分条件は曲率対数分布図の傾き � � �である．

☆ ここでの平滑化は，曲率の変化が規則的であることを意味して
いる．

以下の定式化では � � �と仮定する．

複素平面内において，� �� ��を曲線長とすると美

的曲線の一般式は次式で与えられる�����．
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ここで，� � は始点，�� は定数であり，	�� は始点で

の接線方向である．上式の標準形として，� � �に限

定し，原点を始点，実軸の正の方向を原点での接線方

向とする曲線を考える．�を変化させても曲線は相似

となることから � � 	とすると標準形は，
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でなる．この曲線の方向角 �は � � �
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� であり，こ

の曲線の曲率 �は，
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で与えられる．したがって，任意の負の値 �に対して

� � �で � � �であり始点は変曲点である．�と � を

�の関数で表すと，

� �
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である．また，� を用いて �を表すと，

� �
�� 	

�
�

�
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である．

��� �点による入力

前節で変曲点を始点とする美的曲線セグメントの標

準形の曲線長 �� 方向角 �� および曲率 �の関係を記述

した．�
	節で説明した �点による美的曲線セグメン

トの入力法では，与えられた任意の�に対して両端点

の位置とそこでの接線方向を指定することができた．

しかしながら，さらに 	つの端点を変曲点と指定する

場合，そこでの曲率の値を �とする拘束条件が増える

ため任意の � を指定することはできない．そこで �

を変数とすることでこれらの条件を満足する美的曲線

セグメントを生成する．

前節で述べたように � � �
���

� であり，�が一定で

あれば �は �の増加にともって増加する．また，�の

増加にともない変曲点でないもう 	つの端点での曲率

は増大し曲線長 �も増大する �図 	～�参照，ただし，

これらの図は両端点を固定し � を変化させた美的曲

線セグメントとその方向角 �，曲率 �，および �の関

係を示している．これらの図の詳細については第 �章

で説明する�
 したがって，� の増減と � の増減が一

致するので，吉田らの美的曲線セグメントの入力法に

おける第 � 標準形の � の算出と同様に，二分法によ



り高速に �を算出することができる．
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図 � 変曲点を端点として持つ美的曲線セグメント
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図 � 図 � に示した曲線群の方向角 ��に対する曲率 �
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図 � 図 � に示した曲線群の方向角 ��に対する傾き �

�� 美的曲線生成アルゴリズム

�� 連続である美的曲線を以下のアルゴリズムで生

成する．	� ペンタブレット等により点列を入力する


�� 与えられた近似度を満足するように入力された点

列から ��������曲線を生成し点列を平滑化する．��

変曲点と曲率が極値となる位置で ��������曲線をセ

グメントに分割する
 �� 各セグメントに対し，そのセ

グメントが変曲点を端点としない場合は，その曲率対

数分布図を求め，その図を直線で近似することで�値

を算出する．変曲点を持つ場合は�を変数として端点

とそこでの接線方向を満たす �を算出する．�� 前ス

テップで求めた �値を用いて，セグメントの両端点と

そこでの接線方向を用いて，各セグメントに対応する

さらに平滑化された美的曲線セグメントを生成する


�� 美的曲線セグメント間の曲率は一般に不連続とな

るのでそれらの曲率が連続になるように変形する．

美的曲線は意匠デザインのための利用を前提として

おり，可能な限り少ないセグメント数で構成されてい

ることが望ましい．曲線を単純化する一手法として，

�つの変曲点の間の曲率の極値を 	つに限定し，変曲

点，曲率の最大値を交互に配置する☆．ただし，曲率

の符号が一定で方向角の変化が大きい場合には，その

変化量が一定値 �たとえば ����を越えないようにセグ

メントを分割する．

��� 点列の入力と ����	
��曲線による近似

点列の入力には，たとえば液晶ペンタブレットを使

用する．スタイラスペンを用いてディスプレイ上で直

接曲線を点列として入力することができ，入力と同時

にその曲線を描画することができる．

入力した点列を最小自乗法を利用して代表的なパラ

メトリック曲線の 	つである ��������曲線で近似す

る．曲線の次数は �，最小自乗法の目的関数は点列と

対応する曲線上の点列との距離の �乗和とし，必要に

応じて端点で，例えば曲率を �とする条件等を付加す

る．セグメント数は 	から開始し，近似度が低く目的

関数の値が指定した閾値より大きい場合は，順次セグ

メント数を 	づつ増加し，閾値より小さい場合に処理

を終了する．結果を図 �に示す．入力した点列を黒色，

近似した ��������曲線を灰色，その制御点を＋印で

表している．

図 � �������� 曲線への近似

��� 曲率を用いた����	
��曲線のセグメント化

吉田らの提案した美的曲線セグメント入力法��を適

用するために，生成した ��������曲線を変曲点と曲

率の極値ごとに分割する
 �次 �������曲線は各セグ

メントは 	本の �次 ������� 曲線と等価であり，ここ

では �次 ������� 曲線の変曲点と曲率の極値を求める

方法について述べる．

����� 変 曲 点

� 次 ������� 曲線を ���� � ������ ������ � � � � 	

とする．����と ����の � による 	 次，� 次微分をそ

☆ 定式化では � �  !� �  " と仮定しているが，任意の # 点に
よる曲線の入力では，標準の位置に対する鏡像が許されており，
右曲がり，左曲がりが区別されるため負の曲率を考慮する．し
たがって，たとえば変曲点，曲率の極大値 !�  "，変曲点，曲
率の極小値 !�  " のように配置する．



れぞれ ������ ������  ����� および  ���� と表し，���� �

������ � ������� ���� � ����� ���� �  ���� ����� とおくと，

正負を考慮した曲率 ����は，

���� �
����

����
�

�

���

で与えられる．曲線が縮退していなければ ���� �� �

と仮定でき� 曲率が �となるパラメータ値は ���� � �

を解くことにより得られる
 ����は �の �次式であり，

解析的に解を求めることができる．

����� 極 値

曲率の極値は 
�����
� � � を満たすパラメータ値

を求めることにより得られる．
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であり，

���� � � ���������� ����� ����� � � �!�

を解けば極値をとる �が求まる．����が �次式である

ことから ����は � 次式であり，数値計算により解を

求める．例えば，�から 	の区間を等分割し，それら

の分割した区間の両端点での ���� の符号が異なる場

合，区間の中点を初期値として"�#$%�法によって精

度を高める．

図 �に ��������曲線の各セグメントを �次 �������

曲線に変換して生成される �次 ������� 曲線の制御点

を示す．＋印はベジエ曲線の制御点，灰色の線は各制

御点をつないだものである．図 �に曲線を変曲点と極

値により分割して生成された �次 �������曲線を示す．

図 � # 次 �$����� 曲線群への変換

図 � 変曲点，極値による分割

��� 美的曲線セグメントの生成

変曲点と極値によって分割した �次 ������� 曲線の

各々を美的曲線セグメントにより近似する．吉田らの

方法�� を適用するために，������� 曲線の両端点での

接線を求め，それらの交点を算出する．�������曲線よ

り曲率対数分布図のグラフ上の点を離散的に求め，そ

れらを最小自乗法により近似し傾き�を求める．その

値を用いて両端点と交点の計 �点を用いて美的曲線セ

グメントを算出する．この方法では各セグメント間で

接線は連続でとなるが，曲率は不連続となる．

�� 曲率を連続とする変形：�本のセグメント間

この節では �つの美的曲線セグメント間の曲率を連

続にさせる変形法について述べ，次節で �本以上のセ

グメントからなる美的曲線の変形法について説明する．

図 !に端点を変曲点とする �つの美的曲線セグメン

トのから構成させる美的曲線を示す．美的曲線の両端

点は変曲点であり，�つの曲線セグメントは図で示し

た制御点 �図中の折れ線の頂点�から生成されている．

美的曲線セグメント生成のために �を含めてすべて

のパラメータを用いているので，�つのセグメント間

の曲率を連続にするためには，それらのセグメントの

制御点の位置を変化させる必要がある．したがって，

できるだけ元の形状を維持する方法として，	� �つの

セグメントの共通の端点を移動させる，あるいは，��

�つのセグメントの共通の端点での接線方向を変化さ

せる，の �つが考えられる．通常端点の位置はそこで

の接線方向よりもデザイン上重要と考えられるので，

本研究では共通の端点での接線方向を変化させる．

美的曲線セグメントは標準形の曲線セグメントに相

似変換を施して生成するため，与えられた制御点の位

置から直接解析的に両端点での曲率を求めることはで

きず，数値的な手法を用いて相似変換の変換行列を算

出しなければその大きさを求めることはできない．し

かしながら，一般的に図 	～�に示すように，左曲が

り �右曲り� の曲線セグメントでは方向角 � に対して

端点での曲率 � は単調に増加 �減少�する．

図 	は ��� ��を変曲点� �
�
��	� 	�をもう 	つの端

点とし，そこでの方向角 �を ���から 	���に変化させ

て生成した美的曲線セグメント群を示している☆．図

� は � に対する曲率 � を，図 � は � の値をプロット

している．これらの図からわかるように，�の増加に

対して �� � ともに増加している．定性的にこれら �

つの変数の関係が保たれているならば，変形前の曲率

の差が図 &のように与えられている場合，前半の曲線

セグメントの曲率が相対的に後半のセグメントの曲率

よりも小さいので，図 !のように，共通の端点で左回

りに方向角を回転させることにより，前半のセグメン

トの曲率を増加させ，後半の曲率を減少させることが

でき，ここでも二分法により高速に曲率を一致させる

☆ 方向角が %&�であれば � 番目，' 番目の制御点間と ' 番目，#
番目の制御点間の距離は一致し円弧を生成すべきである．



ことができる．

図 � 変曲点を端点とする ' 本の美的曲線セグメント
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図 � 図 ( の美的曲線の変形前と変形後の曲率

��� 曲率を連続とする変形：曲線全体

前節の説明では端点を変曲点とする美的曲線セグメ

ントを例としており，	つの端点での曲率は �に固定

されており，たとえ他のセグメントに接続していても

変形による曲率の変化は �つのセグメント内に限定さ

れていると考えることができ曲率の連続性に影響を与

えない．一般的な美的曲線セグメントでは 	つの端点

での曲率の連続性を保証するための変形は，もう 	つ

の端点での曲率の大きさを変化させることになり，そ

こでの連続性を損なってしまう．

したがって，セグメント間の方位角を変数とし目的

関数を各セグメント間の曲率の差の �乗とし，'%#���

法�� のような目的関数の微分を必要としない数値的な

最適化手法を用いることが望ましい．しかしながら，

一般的に数値的な最適化手法は処理が遅く，さらに目

的関数の微分が求められない場合には処理速度は非常

に遅くなる．そこで，前節で提案した手法を曲率の差

の大きいセグメント間に順次適用し，すべてのセグメ

ント間の曲率の差がある閾値以下に収束したら処理を

終える手法を用いる．

この手法の適用結果を図 �に示す．この図の美的曲

線の変形前，変形後の曲率を図 	� に示す．この図が

示すようにすべてのセグメント間で曲率が連続となっ

ており �� 連続性が保障されている．収束時間の解析

や方向角の振動を防ぎ収束を高速化するための回転角

度の調整については今後の課題とする．

図 		に図 �の例から生成した美的曲線を示す．ま

た，図 	�に �������曲線の曲率，変曲点，曲率の極

値，さらに美的曲線の曲率を示す．

図 	 美的曲線の変形前 !破線" と変形後 !実線"
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図 �
 図 ) の美的曲線の変形前と変形後の曲率

図 �� 生成された美的曲線
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図 �� �������� 曲線と美的曲線の曲率，変曲点 !*"，曲率の極値
!+"，�������� セグメントの端点 !,"

�� プログラムの実装と考察

プログラムによって生成された美的曲線を用いて，

図 	��(� の写真から �)� のような絵を模写した．曲

線は美的曲線を用い，色づけは液晶ペンタブレットに



よって直接描画した．花びらの輪郭の比較を図 	��*�

に示す．これらは元の画像の輪郭を抽出した図と手書

きで輪郭を描画した曲線を近似する�������曲線，美

的曲線を用いて輪郭を描画した図を比較した．自然物

に関しては，花びらのしわなどで生じた輪郭の崩れを

美的曲線によって美しい輪郭に修正することができた．

図 	� に車などの工業デザインを美的曲線により近似

した例を示す．これらの図で示したように，自然界や

人工物の輪郭を美的曲線を用いることでより美しく近

似できた．

　

!�" 桜 !写真" !-" 美的曲線による作図

　

!	" 桜 !写真" の輪郭
抽出

!�" �������� 曲線 !黒" と
美的曲線 !灰"

図 �� 自然物での比較

�� 結 論

本研究では変曲点や曲率の極値を持つ美的曲線を生

成するアルゴリズムを提案した．液晶ペンタブレット

等で入力された点列に元として，その点列を�������

曲線で近似して平滑化するとともに，�������曲線の

変曲点と曲率の極値を持つ位置でグメントに分割する．

各セグメントの曲率対数分布図から�値を決定し，そ

の値を用いて美的曲線に近似して再度平滑化すること

で美的曲線を入力する方法を提案した．また，端点が

変曲点となる場合には � を変数として端点とそこで

の接線方向を満たす曲線を生成した．また，曲率の極

値を持つ位置の個数を限定することで単純化された美

的曲線を生成した．さらに，美的曲線セグメント間の

曲率を連続とする変形法を提案し曲線の �� 連続性を

　

!�" 自動車 !写真" !-" 美的曲線による絵

　

!	" 車の輪郭抽出 !�" �������� 曲線 !黒"

と美的曲線 !灰色"

図 �� 工業デザインでの比較

保証した．生成された美的曲線は曲率が連続であると

ともにセグメントごとに異なる � 値を持つことがで

き，連続する �つのセグメントにおいて曲率が単調に

増加，または減少し，さらに前後のセグメントでの �

の符号が異なるならば複合リズム曲線��を生成するこ

ともできる．今後，ペンの筆圧や傾き，描画速度の近

似への反映をし，美的曲線，さらには曲面をデザイン

する +,-システムの開発を行う．
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