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　典型的 (typical)な平面 Bézier曲線は，次数 nを高くしていくと対数 (等角)らせんに収束することが知られてい
る．対数らせんは対数型美的曲線の 1つであり，それらの曲線は曲率対数グラフの傾き αを用いて定式化される．
本研究では典型的な平面 Bézier曲線の定義に用いる遷移行列を固定せず，制御ポリラインの各辺に依存するように
非定常化することにより非定常典型的 Bézier 曲線を定義する．フルネー標構で定義された遷移行列の回転角とス
ケーリング係数との関係を指定することにより，次数 nを高くしていくとその曲線が任意の αと，空間曲線の場合
はさらに任意の捩率対数グラフの傾き β とを持つ対数型美的曲線に収束する曲線の生成法を提案する．さらに，ス
ケーリング係数を常に 1に固定した曲面として，制御メッシュの各辺の長さを一定として定義される非定常典型的
曲面を提案する．
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It is known that if the degree of the typical plane Bézier curve is incleased infinitely, the curve will converge
to the logarithmic (equiangular) spiral. The logarithmic spiral is one of the log-aesthetic curves and they are
formulated by α: the slope of the logarithmic curvature graph. In this paper we define the nonstationarily
typical Bézier curve by making the transition matrix of the typical Bézier curve nonstationary and dependent
on eacn side of the control polyline and defining the transition matrix in the Frenet frame. We propose a
method that generates such a curve that it will converge to a log-aesthetic curve with arbitrary α, and β:
the slope of the logarithmic torsion graph in case of space curves, by controling the relationship between the
rotation angle and the scaling factor if its degree of the curve is incleased infinitely. Furthermore we extend the
non-stationarization for free-form surfaces and propose the nonstationarily typical surface with the constant
scaling factor 1.

1 緒言

吉田らは典型的 (typical)な平面 class A Bézier曲線が次数 n
を高くしていくと対数 (等角)らせんに近づくことを示した [14]．
対数らせんは対数型美的曲線の典型例であり，対数型美的曲線は
曲率対数グラフの傾き αにより定式化されるが，これまでの研究
では，典型的な平面 class A Bézier 曲線と α 値との関係は明ら
かにされていない．
そこで，本研究では次数 nを高くしていくと任意の α値を持

つ美的曲線に収束する曲線を定義するために，典型的 Bézier 曲
線の定義に用いる遷移行列の回転角，あるいはスケーリング係数
を固定せず，制御ポリラインの各辺に依存するように非定常化す
ることにより非定常典型的 Bézier曲線を定義する. 遷移行列のス
ケーリング係数を 1と固定して回転角を制御する，あるいは回転
角を一定としてスケーリング係数を制御して，次数を高くしてい
くと任意の α値を持つ対数型美的曲線に収束する n次 Bézier曲
線を提案する．この n次 Bézier曲線は，制御点を対数型美的曲
線に収束させるように定義しており，この Bézier 曲線の制御点
をm次の B-spline曲線と考えれば，その曲線も制御点の数を増
加させ，したがってセグメント数を増加させていけば同じ対数型
美的曲線に収束する．そこで，特に m = 3の場合について，曲
率が単調となる条件を明らかにする．
対数型美的空間曲線は曲率半径だけでなく捩率半径の累乗も曲

線長 (弧長)の 1次式で与えられる曲線であり，曲率対数グラフに
対応する捩率対数グラフが傾き β の直線として与えられる [10]．
本研究ではフルネー標構 (動標構) において定義された遷移行列
による非定常典型的 Bézier曲線により，任意の α値と β 値を持
つ空間曲線の定義法を提案する．さらには，スケーリング係数を
常に 1に固定した曲面として，制御メッシュの各辺の長さを一定
として定義される非定常典型的曲面を提案する．

2 関連研究

本章では関連研究として class A Bézier曲線と対数型美的曲線
について，特に後者に関しては美しい曲線の一般式とパラメータ
表現について述べる．

2.1 Class A Bézier曲線

Class A Bézier 曲線 [6] は，Farin によって提案された曲率
および捩率の単調な曲線である．n 次 Bézier 曲線の制御点を
bi(0 ≤ i ≤ n), ∆bj = bj+1 − bj(0 ≤ j ≤ n − 1) とする．あ
る遷移行列 M が与えられ，∆bj = M j∆b0 が成り立つとする．
t ∈ [0, 1]および |v| = 1である任意の v に関して，行列M が次
式を満足するとき，

|(1− t)v + tMv| ≥ |v| (1)

制御点 bi により生成される曲線は，曲率および捩率が単調とな
る class A Bézier曲線となる．式 (1)は |v| = 1である v に対し
て，vとMvによって定義される線分が終点を除いて半径 1の円
と交差しないことを意味している. 式 (1)を満足する行列M は
次の 2つの条件を満たす.

1. v とMv のなす角は 90度より小さくなければならない．

2. 行列M は単位球上の任意の点をその球の外側に写像しなけ
ればならない.

条件 1.を満足するために，Farinは以下の 2つの行列の固有値が
非負であることを示した．

MT + M − 2I, MT M − I (2)

ここで，I は単位行列である．条件 2.を満足するには，M の特異
値 σ1, σ2 (σ1 ≥ σ2) は 1に等しいか，あるいはそれより大きくな
ければならない．曲率の単調性を証明するために，CaoとWang
は対称行列の σ1，σ2 に対して次の条件を与えた [3]．

2σ1 ≥ σ2 + 1, 2σ2 ≥ σ1 + 1 (3)

したがって，対称行列M が class A であるためには，式 (1)の
行列は非負の固有値を持つとともに，M の特異値 σ1, σ2 は 1に
等しいか大きく，さらに式 (3)を満たさなければならない．これ
らのM に関する条件を class A条件と呼ぶ．

Farin は class A 行列の 1 例として典型的な class A 行列を
与えた．典型的な class A 行列により生成される Bézier 曲線は
Higashiらの研究 [7]に基づくMineurら [11] の典型的 (typical)



な曲線に一致する．もし，遷移行列M が角 θ < π/2の回転と係
数 sのスケーリングで構成されており，不等式

cos θ >
1

s
(if s > 1) or cos θ > s (if s < 1) (4)

を満たすならば行列M は class Aである．

2.2 対数型美的曲線

2.2.1 美しい曲線の一般式

曲線の曲線長を s，曲率半径を ρとすると，曲率対数グラフの
横軸は log ρ，縦軸は log(ds/d(log ρ)) = log(ρ ds/dρ)となる．曲
率対数グラフが直線で与えられれば，ある定数 αが存在して，　

log(ρ
ds

dρ
) = α log ρ + C 　 (5)

が成り立つ．ここで，C は定数である．この式を美しい曲線の基
本方程式とよぶ．式 (5)を変形すると，

1

ρα−1

ds

dρ
= eC = C0 (6)

したがって，ある定数 c0 が存在して，

ρα−1 dρ

ds
= c0　 (7)

上式より，α 6= 0であれば，美しい曲線の第 1一般式

ρα = c0s + c1　 (8)

が得られ，α = 0の場合には，美しい曲線の第 2一般式

ρ = c0e
c1s (9)

が得られる [8]．

2.2.2 美的曲線のパラメータ表現

曲線C(s)が美しい曲線の第 1一般式 (8)を満足すると仮定す
ると，

ρ(s) = (c0s + c1)
1
α (10)

が成り立つ．sが曲線長であることから，以下の 2式を満たす θ(s)
が存在して，

dx

ds
= cos θ,

dy

ds
= sin θ (11)

したがって，ρ(s) = 1/(dθ/ds)であることから，

dθ

ds
= (c0s + c1)

− 1
α (12)

α 6= 1の場合は，

θ =
α(c0s + c1)

α−1
α

(α− 1)c0
+ c2　 (13)

以上のことから，曲線は始点を P 0 = C(0)とすると，

C(s) = P 0 + eic2

Z s

0

e
i

α(c0s+c1)
α−1

α

(α−1)c0 ds (14)

と与えられる．α = 0, 1の場合も同様の手順で定式化できる．

3 対数型美的平面曲線の近似

対数型美的曲線は積分形式で表され，曲線上の点を求めるため
には，α = 1, 2の場合を除いて数値積分を行う必要がある．曲線
のデザインでは，始点や終点の位置，そこでの接線方向を指定す
る方法が通常用いられており，それらの条件を満足する曲線を得
るには，式 (8)の cや dなどのパラメータを数値的に探索する必
要がある．指定された位置を終点とするには, 異なるパラメータ
値に対する曲線の終点を繰り返し計算する必要がある [13, 1, 2]．
対数型美的曲線を Bézier曲線や B-spline曲線で近似することが
できれば数値積分を省略することができ, より高速にパラメータ
値を探索することができる．
ここでは対数型美的平面曲線を Bézier曲線で近似することを

考える．曲率対数グラフの傾き α 6= 0, 1と限定し，対数型美的曲
線のパラメータ表現 (14) において，原点を曲線の始点とし，そ
こでの接線方向を x軸の正の方向に一致させる．相似形を区別し
て，式を以下のように単純化する．

C(s) =

Z s

0

eias
α−1

α
ds (15)

以上の単純化によって，積分区間を適切にとれば任意の α 6= 0, 1
の対数型美的曲線を表現できることに注意する．

2.1節で述べたように，典型的曲線の遷移行列M は角度 θ の
回転と係数 sのスケーリングで構成されている．遷移行列を各制
御ポリラインに依存させる，すなわち非定常化させると，任意の
Bézier曲線の制御点を指定できることに注意する．曲線の生成を
容易にするために，θ と sを同時に変化させるのではなく，θ を
固定し制御ポリラインの隣接する辺が一定の角度をなすように接
続し sをコントロールする. あるいは s = 1で固定し制御ポリラ
インの辺の長さを一定として，それらのなす角度をコントロール
する．以下ではこの 2つの方法での美的曲線の近似法を提案する．

3.1 スケーリング係数 1の場合

式 (15)の積分式を以下のように離散的に行う．

C(s) ≈
n−1X
j=0

eia(j∆s)
α−1

α
∆s (16)

ここでは曲線の全長を n∆sとした．原点を最初の制御点と考え，
∆sを制御点間の距離と解釈すれば，上式は ∆sづつ離れた制御
点を順次 n + 1個指定していると捉えることができる．
制御ポリラインの j + 1番目の辺の方向角 (x軸とのなす角度)

は a(j∆s)
α−1

α であり，(j + 1)∆sと (j + 2)∆sでの接線の方向
角の差 ∆θj は,

∆θj = a{(j + 2)∆s}α−1
α − a{(j + 1)∆s}α−1

α (17)

である．したがって，∆sを一定とすると，式 (16)はスケーリング
率が 1で回転角が∆θj で与えられる回転行列Mj = R∆θj による
class A Bézier曲線の表現形式に類似する．通常の class A Bézier
曲線では，行列Mj は jに依存せず一定と考えているが，ここでの
定式化ではMjは jに依存する．すなわち，n次Bézier曲線の制御
点を bi(0 ≤ i ≤ n), ∆bj = bj+1−bj(0 ≤ j ≤ n−1)とする．ある
行列Mj (j = 0, · · · , n−2)が与えられ，∆bj = Mj−1 · · ·M0∆b0
が成り立つ. したがって，この定義による曲線を非定常典型的
Bézier曲線 (nonstationarily typical Bézier curve)と呼ぶ．曲線
の終点は最後の制御点として与えられるため数値積分が不要であ
り，始点から終点までの接線ベクトルの回転角も {(n−1)∆s}α−1

α

で与えられる．
式 (16)を用いて制御点の位置を決定することもできるが，∆s

が微小量であると仮定すれば，回転角の比を簡潔に表現すること
ができる．∆sが微小量であればテイラー展開して 1次微分の項
までとると，∆θj は次式で与えられる．

∆θj = a
α− 1

α
{(j + 1)∆s}− 1

α ∆s　 (18)

したがって，連続する 2つの回転角の比 ∆θj+1/∆θj は,

∆θj+1

∆θj
= (

j + 1

j + 2
)

1
α (19)



で与えられる．
図 1上にこれまでに述べた方法で定義した Bézier曲線の例を

示す．この曲線を生成するために用いた式 (16) の α 値は −0.5
である．曲線をパイプとして描画するとともに制御点を球で表示
している．曲線の次数を 99, 49, 24, したがって制御点数を 100,
50, 25 と変化させた場合の曲率と曲率対数グラフを図 1 下に示
す．制御点数が 100の場合には，曲率対数グラフはほぼ直線で与
えられ，その傾きも約−0.54となっており指定した値にほぼ等し
い．次数を下げても曲率の単調性は保たれているが，曲率対数グ
ラフは直線からはずれて行く．
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図 1: 上図:Bézier 曲線による美的平面曲線の近似例 (次数 24,
α = −0.5), 下図:次数の異なる曲線の曲率と曲率対数グラフの
比較

式 (15)を単に精度よく数値積分するのであれば，台形公式や
シンプソン公式等を用いるべきである．例えば，台形公式を適用
するには，両端の辺を他の辺の半分にして制御点を生成すべきで
あるが，そのために曲率の単調性や曲率対数グラフの直線性が大
きく損なわれる場合がある．3次 B-spline曲線の場合に限定する
が，端点における制御ポリラインの辺の長さと曲率の関係につい
て 3.4節で述べる．

3.2 回転角一定の場合

式 (18)では距離の変化量 ∆sを一定としたが，ここでは回転
角 ∆θj を j に依存せず ∆θ で一定にする．すなわち，

∆θ = a
α− 1

α
{(j + 1)∆sj}−

1
α ∆sj　 (20)

したがって，

∆sj = (j + 1)
1

α−1 { α ∆θ

a(α− 1)
} α

α−1 (21)

で与えられる．この場合は∆sj は jに依存し，スケーリング率が

∆sj+1

∆sj
= (

j + 2

j + 1
)

1
(α−1) (22)

で与えられ，回転角 ∆θ が一定の行列Mj = sjR∆θ による非定
常典型的 Bézier曲線となる．

3.3 適用例

この節ではこれまで述べた方法を対数らせんとクロソイド曲線
に適用する．

3.3.1 対数らせん

対数らせんの一般式は方向角を定めるパラメータ tにより以下
のように定義できる．

C = e(a+ib)t (23)

これを tで微分すると，

dC

dt
= (a + ib)e(a+ib)t (24)

ここで，角度の変化 ∆θ = b∆tを一定にする．スケーリング率，
すなわち距離の変化の比率∆sj+1/∆sj = ea(j+1)∆θ/b/eaj∆θ/bで
あり，これは ea∆θ/b で一定となる．したがって，行列 Mj は j
に依存せず，得られる曲線は定常的な行列による通常の class A
Bézier曲線である．これは吉田らの示した，典型的な平面 class
A Bézier曲線が次数 nを高くしていくと対数らせんに近づくと
いう性質を表している．

3.3.2 クロソイド曲線

クロソイド曲線では α = −1であるので，距離の変化量が一定
の場合，

∆θj = a2(j + 1)∆s2　 (25)

と与えられ，∆sが微小であれば回転角の比は,

∆θj+1

∆θj
= (

j + 2

j + 1
)

1
2 (26)

で与えられる．角度の変化量が一定の場合は，

∆sj = (j + 1)−
1
2 (

1

2a
∆θ)

1
2 (27)

であり，∆sj が微小であればスケーリング率は,

∆sj+1

∆sj
= (

j + 1

j + 2
)

1
2 (28)

で与えられる．

3.4 B-spline曲線による近似とその曲率の単調性

これまでの議論では Bézier曲線の次数を上げていくと制御点
が美的曲線に収束することを示したが，同じ制御点を用いて B-
spline曲線や NURBS曲線を定義すると考えても，それらの曲線
も制御点に収束し，したがって美的曲線に収束する．
そこで，この節では制御点により 3次の一様 B-spline曲線を

定義する．とくに，制御点間の距離を一定に保った場合の曲率の
単調性を保証する条件を述べる．図 2 上のように B-spline 曲線
の 1本のセグメント Cs(t) (0 ≤ t ≤ 1)を定める連続する 4個の
制御点を P i, P i+1, P i+2 および P i+3 とする．曲率の単調性は
スケーリングにより変化しないので，制御点間の距離を 1に正規
化し，2つの角度 θ0 と θ1 により 4個の制御点を位置を指定する．
与えられた θ0 (> 0)に対してどのような θ1 が曲率の単調性を保
証するかを調べる．制御点位置の対称性から θ1 < θ0 の範囲で単
調性を調べれば十分である．
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図 2: 角度 θ0, θ1 による制御点位置の指定

これら 4 個の制御点から定まる曲線セグメントの曲率を κ と
すると，その変化率 dκ/dt は付録 A.1 に示すように，以下の条
件を満たすとき任意の t ∈ [0, 1]に対して常に負となる．

sin(θ0 +
θ1

2
)− 3 sin

θ1

2
> 0　 (29)



したがって，この条件が曲率の単調性を保証する条件となってい
る．この式の左辺を 0と等しいと仮定すると任意の θ0 に対して

θ1 = 2arccos(
3− cos θ0√
10− 6 cos θ0

) (30)

と解くことができ，この θ1 が単調性を保証する最大値となる．
実用上重要な B-spline 曲線は端点を通過するようにノット

列の最初と最後のノットを多重化させた曲線であり，endpoint-
interpolating B-spline曲線と呼ばれている [5]．3次曲線の場合
は最初と最後のノットを 4重とする．図 2下に示すように，第 1
制御点 P 0 と第 2制御点 P 1 との距離を cos θ0/3，P 1 と P 2 と
の距離を 2/3 とする．図中 R2 は P 0 を左へ 1/3 移動させた点
であり，R1 は P 2R2 と R2R1 のなす角度が θ0 の 2 倍になる
ように定めている．R0 はR2R1 上の点であり，R2R0 の長さを
1としている．詳細は付録 A.2で述べるが，このとき endpoint-
interpolating B-spline 曲線の最初のセグメントは R0, R2, P 2

および P 3 を制御点として持つ一様 3 次 B-spline 曲線として表
される．同様に第 2セグメントは R2, P 2, P 3, および Q3 を制
御点として持つ一様 3次 B-spline曲線として表される．第 3セ
グメント以降はノットの多重化の影響を受けず一様 3次 B-spline
曲線のセグメントとなっている．したがって, 各セグメントに対
して適切な点を制御点として評価すれば式 (29) の条件がそのま
ま適用できる．各セグメントでの曲率の単調性が保証できれば曲
線全体としての曲率の単調性も保証できる．
これまでに述べた対数型美的平面曲線の非定常典型的曲線によ

る近似法は曲率の単調性を保証するわけではないが，生成された
制御点に対する 3 次 B-spline 曲線においては端点を通過するよ
うにノットを多重化させた場合を含めて，曲線全体に対する曲率
の単調性を式 (29) を用いて検査することができ実用上有効と考
えられる．

4 対数型美的空間曲線の近似

この章では対数型美的空間曲線を非定常典型的 Bézier曲線で
近似する方法を提案する．空間曲線は捩率が 0でない曲線であり，
曲率と同時に捩率を制御する必要がある．グローバル座標系だけ
でなく，フルネー標構のようなローカル座標系を用いても，遷移
行列の回転軸と回転角を一定にしスケーリング係数のみを制御す
るだけでは, 1方向の曲線の曲がり具合を調整できるだけであり，
曲率と捩率を独立にコントロールすることはできない．そこで，
スケーリング係数を 1に固定し，回転軸と回転角を制御すること
を考える．一般的な class A Bézier曲線の遷移行列がグローバル
座標系で定義されているのに対して，ここで提案する手法はロー
カル座標系としてのフルネー標構を用いるのであり，非定常であ
るとともにローカル座標系を用いる点でも class A Bézier曲線の
構成法とは異なる．
空間曲線に対して，曲率対数グラフの傾き αを 0でないと仮定

し，さらに捩率対数グラフの傾き β も 0でないと仮定する1．こ
のとき，対数型美的空間曲線の一般式は平面曲線と類似した次式
で与えられる．

ρα = cs + d (31)

µβ = gs + h (32)

ρ は曲率半径，µ は捩率半径，s は曲線長を表す．α, β, c, d, g, h
は定数であり，これらの値を変化させると曲線の形状も変化する．
曲線長 sの関数として与えられた空間曲線C(s)に対して，単

位接線ベクトルを t，単位主法線ベクトルを n，単位従法線ベク
トルを bとする．これらのベクトルは次式で与えられるフルネー・
セレーの公式により関係付けられる．
0
@

t′(s)
n′(s)
b′(s)

1
A =

2
4

0 κ(s) 0
−κ(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0

3
5
0
@

t(s)
n(s)
b(s)

1
A (33)

ここで，κは曲率であり τ は捩率である．t′ = κnであり，曲率 κ
は曲線長 sの変動にともなう b回りの tの回転の割合を表す [12]

1β = 0 の場合も捩率半径 µ は式 (9) と同様に s の指数関数として与
えられる．

と考えられる．同様に捩率 τ は b′ = −τnであり，t回りの n(ま
たは b)の回転の割合を表すと考えられる．そこで，フルネー標
構を用いて局所的に回転を定義することで遷移行列を定める．
平面曲線において式 (13)によって接線ベクトルの回転量 (方向

角)θ が与えられたのと同様に，tn 平面における t の回転量 θκ,
および nb平面における n(または b)の回転量 θτ が次式で与え
られると仮定する．

θκ =
α(cκ0s + cκ1)

α−1
α

(α− 1)cκ0
+ cκ2 (34)

θτ =
β(cτ0s + cτ1)

β−1
β

(β − 1)cτ0
+ cτ2 (35)

ここで，θκ，θτ はそれぞれ b 回り，t 回りの回転量を表してい
る．したがって，sが ∆sだけ変化したときに生じる回転量の変
化∆θκ と∆θτ を用いると単位接線ベクトル tはフルネー標構に
おいて，t, n, bをそれぞれ x軸，y軸，z 軸に対応させると以下
の回転行列を施されることになる．

Rκ(∆θκ) =

2
4

cos∆θκ − sin∆θκ 0
sin∆θκ cos∆θκ 0

0 0 1

3
5

Rτ (∆θτ ) =

2
4

1 0 0
0 cos∆θτ − sin∆θτ

0 sin ∆θτ cos∆θτ

3
5 (36)

隣接する制御点を求めるため，これら 2つの回転行列の合成とし
て遷移行列を定義するが，これらの回転行列は微小量∆θκと∆θτ

に対して交互に回転が施されるのであり，回転を施す順序に依存
しないことが望ましい．そこで，Alexaにより提案された変換の
線形結合 [4]を用いる．このとき，2つの行列 Aと Bの積 A⊗B
は次式により定義される．

A⊗B = lim
n→∞

(A
1
n B

1
n )n (37)

これまでに述べた方法で作成した Bézier曲線の例を図 3に示
す．この曲線を生成するために用いた式 (34), (35)の α値と β値
はそれぞれ 1.5, 1.2である．曲線をパイプとして描画するととも
に制御点を球で表示し，空間曲線であることを示す目的で，x, y
および z 軸を直線で描画している．
曲線の次数を 99, 49, 24と変化させた場合の曲率と捩率，曲率

対数グラフと捩率対数グラフを図 4と図 5に示す．次数が 99の
場合には曲率対数グラフ，捩率対数グラフともほぼ直線で与えら
れ，それらの傾きも約 1.46, 1.14となっておりほぼ指定した値に
等しい．次数を下げても曲率，捩率の単調性は保たれているが，
2つの対数グラフは直線からはずれて行く．特に，始点から 3番
目の制御点の指定では，制御点の最初の 3点により始点での接触
平面が定まり，捩率のための回転が無効となるため直線からのず
れが大きい．次数の低い曲線についてもグラフの直線性を保つの
が今後の課題である．

図 3: Bézier曲線による美的空間曲線の近似例，次数 24, α = 1.5,
β = 1.2

5 非定常典型的曲面

これまでの曲線の構成法を曲面に拡張する．前章の空間曲線の
議論より，回転軸と回転角を固定しスケーリング係数 sをコント
ロールするよりも，スケーリング係数を 1に固定し回転軸と回転
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図 4: 次数の異なる曲線の曲率と捩率の比較
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図 5: 次数の異なる曲線の曲率対数グラフと捩率対数グラフ

角を制御することが有効と考えられる．そこで，図 6左上のように
曲面に対してもパラメータ方向に隣接する制御点間の距離を固定
し，各制御ポリゴンの対角軸回りの回転により制御点位置を順次決
定する．図 6左上では，ベクトル P i,jP i+1,j と P i,j+1P i+1,j+1

の大きさを一致させ， ベクトル P i,jP i,j+1 と P i+1,jP i+1,j+1

の大きさを一致させる．P i,j , P i+1,j および P i,j+1 の制御点が
定まっていれば，P i+1,j+1の位置の自由度は対角軸回りの回転の
みとなり P i+1,j+1を回転させRi+1,j+1に移動させる．曲線と同
様に，この回転角をコントロールすることにより高品質な曲面を
生成できる可能性がある．このように定義される曲面を曲線との
類似性から非定常典型的曲面と呼ぶ．
非定常典型的曲面の生成例を図 6右上に，そのガウス曲率，平

均曲率をそれぞれ左下，右下に示す．この例では曲面の 2つのパ
ラメータ u, v方向の制御点間距離を一致させ，v = 0に対応する
制御点 P i,0 を α = −0.5の美的平面曲線を近似するように生成
させ，同様に u = 0に対応する制御点 P 0,j を α = −0.6の美的
平面曲線を近似するように生成させている．さらに，各制御ポリ
ゴンをその対角軸回りに 0.01◦ づつ回転させている．制御点数は
25× 25個であり，これらの制御点を用いて双 24次 Bézierパッ
チを生成している．
この章で示した曲面の例は簡単な回転角の制御しかおこなって

おらず，どのように回転角をコントロールすべきか，また与えら
れた境界線に対してどのように曲面を生成するのか等は今後の課
題である．

P i,j

P i+ ,j1

P i,j+1

R i+ ,j+1 1

P i+ ,j+1 1

図 6: 制御ポリゴンの対角軸回りの回転による制御点位置の指定，
非定常典型的曲面の例とそのガウス曲率および平均曲率

6 結言

本研究では, これまで不明であった典型的な平面 class A Bézier
曲線と α値との関係を明らかにするとともに，遷移行列を非定常
化することで，空間曲線を含めて対数型美的曲線を Bézier 曲線
や B-spline曲線として近似する方法を提案した．回転とスケーリ
ングの合成として与えられる遷移行列は，平面曲線に対してはグ
ローバル座標系に対してもフルネー標構のようなローカル座標系
に対しても同一の行列として表現される．典型的 Bézier 曲線は
class A Bézeir曲線に含まれるが，class A Bézier曲線の遷移行
列がグローバル座標系で定義されるのに対して，ローカル座標系
で定義された遷移行列を用いていると考えることもできる．しか
しながら，空間曲線においてはそれらは明確に区別されるべきで
あり，曲率対数グラフとともに捩率対数グラフの直線性を保ちな
がら曲線を生成するにはローカル座標系であるフルネー標構での
回転の定義が有効であることを示した．
曲面に対する遷移行列の非定常化に関しては本研究では基本的

な枠組みを示したに過ぎず，今後の研究が不可欠である．
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A 3次B-spline曲線の曲率の単調性

A.1 一様 B-spline曲線

図 2上に示した 4個の制御点 P i+j(j = 0, 1, 2, 3)により定ま
る 3次 Bézier曲線C(t)の 4個の制御点Q0, Q1, Q2 およびQ3



は次式で与えられる．

Q0 =
P i + 4P i+1 + P i+2

6

Q1 =
2P i+1 + P i+2

3

Q2 =
P i+1 + 2P i+2

3

Q3 =
P i+1 + 4P i+2 + P i+3

6

ここで結果の数式の煩雑さを避ける目的で Q1Q2 の長さを 1 に
スケーリングする．このスケーリングにより曲率の単調性の条件
は変化しないことに注意する．
曲線の曲率の単調性を調べるためには曲率の微分値の正負を調

べればよい．3次 Bézier曲線の 1次微分ベクトルの大きさの 2乗
を g(t), そのベクトルと 2次微分ベクトルの外積の z 座標を f(t)
とすると，曲線の曲率 κ(t) は次式で与えられる．

κ(t) =
f(t)

g(t)
3
2

(38)

したがって，曲率の変化量 dκ(t)/dtは，

dκ(t)

dt
=

df(t)
dt

g(t)− 2
3
f(t) dg(t)

dt

f(t)
5
2

(39)

で与えられる．曲率が単調増加，あるいは減少であることは上式
の分子である h(t)

h(t) =
df(t)

dt
g(t)− 3

2
f(t)

dg(t)

dt
(40)

の正負を調べればよい．f(t) は 1 次微分ベクトルと 2 次微分ベ
クトルの関係から 2次式，g(t)は 4次式なので h(t)は 5次式で
ある．

h(t)を Bézier多項式とみなすと，その係数 C0, C1, · · · , C5は
次式で与えられる．

C0 = cos3
θ0

2
{sin(

θ0

2
+ θ1)− 3 sin

θ0

2
}

C1 = −2

5
{2− 4 cos θ0 + cos θ1 + cos(θ0 + θ1)} sin θ0

− cos3
θ0

2
{3 sin

θ0

2
− sin(

θ0

2
+ θ1)}

C2 =
1

40
{−22 sin θ0 + 7 sin(2θ0)

−2 cos
θ0

2
(32 sin(

θ0

2
− θ1) + 14 sin(

θ0

2
+ θ1)

−6 sin(
3θ0

2
+ θ1) + sin(

θ0

2
+ 2θ1) + sin(

3θ0

2
+ 2θ1))}

C3 = − 1

40
{−22 sin θ1 + 7 sin(2θ1)

−2 cos
θ1

2
(−32 sin(θ0 − θ1

2
) + 14 sin(θ0 +

θ1

2
)

−6 sin(θ0 +
3θ1

2
) + sin(2θ0 +

θ1

2
) + sin(θ0 +

3θ1

2
))}

C4 =
2

5
{2 + cos θ0 − 4 cos θ1 + cos(θ0 + θ1)} sin θ1

+cos3
θ1

2
{3 sin

θ1

2
− sin(θ0 +

θ1

2
)}

C5 = − cos3
θ1

2
{sin(θ0 +

θ1

2
)− 3 sin

θ1

2
}

これらの係数がすべて正，あるいは負であれば曲率の変化は厳密
に単調となる．
式 (29) は C5 が負となる条件である．0 ≤ θ0, θ0 ≤ π/2 に対

して式 (29)の左辺の値を描いたグラフが図 7左である．このグ
ラフでは値が正になる領域を描画し，曲率の単調性が保証されな
い領域をフラットに描画している．図 7の右図は左図とは反対に
式 (29) の左辺の値が負になる領域を描画し，それ以外の領域を
フラットに描画している．さらに，C4 の値が負である領域を描
画し，正となる領域をフラットに描画している．この図からわか

るように 2 つのフラットな領域は交わらず，式 (29) の左辺の値
が正になる領域では C4 の値は負となる．Ci(i = 0, · · · , 3)につ
いて同様のグラフが描け，Ci(i = 0, · · · , 4)は C5 < 0であれば
Ci < 0を満たしている．したがって，C5 < 0の条件が h(t)が常
に負であるための条件となる．

図 7: 条件式 (29)の左辺の値と C4 の比較

A.2 Endpoint-interpolating B-spline曲線

図 2 下のように endpoint-interpolating B-spline 曲線の制御
点を P i とし，曲線の始点からスタートする第 1セグメントを 3
次 Bézier曲線で表すとその制御点は，

Q0
0 = P 0

Q0
1 = P 1

Q0
2 =

P 1 + P 2

2

Q0
3 =

3P 1 + 7P 2 + 2P 3

12

と表される．同様に第 2セグメントの制御点は，

Q1
0 =

3P 1 + 7P 2 + 2P 3

12

Q1
1 =

2P 2 + P 3

3

Q1
2 =

P 2 + 2P 3

3

Q1
3 =

P 2 + 4P 3 + P 4

6

と表される．第 1セグメントの終点Q0
3 と第 2セグメントの始点

Q1
0 が一致していることに注意する．
第 2 セグメントの Bézier 曲線の制御点は Q1

0 のみが一様 B-
spline曲線のセグメントと異なっており，第 2セグメントを一様
B-spline曲線のセグメントとして表すには，

P ′1 = P 1 +
P 1 − P 2

2

=
3P 1 − P 2

2

とすればよい．P ′1 は図 2下のR2 に対応する．
次に，第 1セグメントに対応する一様 B-spline曲線セグメン

トの制御点を求める．一様 B-spline曲線のセグメントに対応する
Bézier曲線の第 1制御点は以下で表される．

Q0 =
P ′0 + 4P ′1 + P ′2

6

=
1

2
(
P ′0 + 2P ′1

3
+

2P ′1 + P ′2
3

)

であり，Q0は P
′
0P

′
1の 2 : 1の内分点とP ′1P

′
2の 1 : 2の内分点

の中点となっている．第 2セグメントを表す Bézier曲線の制御
点として用いた P ′1 をそのまま利用し，P

′
2, P

′
3 をそれぞれ P 2,

P 3 と一致させる．図 2下のR0 は P ′0 に対応するように決定し
ている．ここで，三角形 P 1R1R2 が P 1R1 を底辺とする二等辺
三角形であることに注意すると，第 1セグメントの評価に使用す
べき回転角の大きさは θ0 ではなく 2θ0 である．


